






























CES （“♀onstant ~asticity of §_ubstitutionづ生産画数は， 1961年に初めて Stanfordグループ
-150ー 要素代替，技術進歩および所得分配















(1) Y = r { oK一ρ＋( 1 -o) L －ρ｝－f, o<Y, K, L三五∞， o＜σ＜∞， 
O三五S三五 1, -1豆ρ三五∞
ここで， Yは生産量（社会的生産物，あるいは，実質産出量） ' Kは純資本量， Lは労働時間表
示の労働投入量， σは分配パラメーター（distributionparameter) , ρは代替パラメーター（sub-
stitution parameter) ' rは（中立的な〉効率パラメーター（efficiencyparameter) , えは規模
パラメーター〈同次性パラメーター）である。
このCES生産画数（1）は，数学的にみれば， 一ρ次の分配パラメータ－oで荷重した平均をあらわ





さらに， ρ＝す一 1が成り立ち， ρの値の存在範囲は代替の弾力性σから得られる。 σ＝∞のと
き， p=Iであり， σ＝Oのとき， ρ＝∞であるから， o＜σ＜Iのとき， o＜ρ＜∞となり，
1＜σ＜∞のときには，－ 1＜ρ＜oとなる。分配理論的理由から指数Aは規模に関する収穫不変
の仮定の下ではA=lである。従って，（1）式は次式のようになる。






(3) 名＝C1 -o) r－ρ（そ)1＋ρ＝ c1 -o) r一ρ（り
(4) 芸＝or一色)1村＝orぺ針





a2y M 1 ay ¥ 
(5) av=v〔L瓦 －Y)
。2y N I ay ¥ 
(6) 一一一＝－（K--Y)oK2 K2 ¥ oK J 
1-aーρ！Y点王 0 －ρ！Y＼与王
ここで， ~＝<Jr ¥r) , N=-;;rほ） である。（5),（的向まともに，｛ = 1のとき
には負である。
CES生産画数のもう 1つの特色は， 生産画数の一様なi函数形式を意味する σが1に近づくとき，
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である。資本と労働との聞の代替の弾力性σは， J. R. Hicksによれば，次式で示される。
di K') YK －－－－ ¥ [ I YL ωσ＝一~ム／、K AiYK¥ 
L ~＼ YLJ 。y ay 帥




































( !K¥P)_l. fl¥1.( 1-ofK＼ρ） _l_ 













K このことはω式を用し、て証明することができる。資本集約度工が低下するとき，~＞ o であるか
Y r 1-ofK＼ρ1ー 土ら，そのイ直は（16）式の小括弧と中括弧の中で減少する。資本生産性7は（16)式の ~1 ＋一一一（－）｝
.n l o ¥LJJ 
K ( 1 -o IK ¥P1 _l_ 
の負の指数日って上昇する。 τ→Oのときには， 11 ＋~lr)} ρの値は 1に近づくことに
y . y fl＼よ









Gカ そ＝r{ o（ぞrp+( 1 -0) rp= r（己a-Y{1十三百（そ）－ρ）マ
h= 〈ρ＞o,limζ＝ 0, 








性差はM式によって ~~x=o, （ρ＞o, h =y） となり，労働生産性その上限値比y K 
y ( 1 yl £~てy=r\T=-5） ρ ， 〈ρ＞o,h ＝？となる。
σ＞iの仮定の下では，資本集約度の変化は限界生産力比率ないしは要素価格比率の逓減に対応
する。労働者1人当りの資本投入量が減少し， 所与の労働生産性の下で利潤分配率を低下させると。y
きには，資本の限界生産物万玄 （＝YK） は仮定の σ＞iによって逓減する。 資本と労働は代替可
能であるから資本生産性が資本を労働へ代替させることは前述の σ＜iのときのような有限の極
限値を取れないことを意味する。むしろ了Oのときに（16）式を用いれば得られる。 また， E→OK 
のときには， 伐-x=cx:i'（ρ＜ 0' h =-r）となる。
国民所得はω式に対応して利潤分配率EKをOにする。 さらに，所与の条件の下では，労働生産
Y Y f 1 ＼~ I K¥ 
性τf有限の極限値がむれる。すなわち， 出τ＝r¥ I-=百j， （ρ＜o, h＝τ）とな





y fl ＼~ lim 17= r(T} 





L K L EK 
K 1 
σく 1,P>O T→0 max ro p 。 1 
のとき K 
一ーL一一ー一→00 。 max r 1ーの ρ 。
K 
σ＞1, pく O L →。 exコ min r 1ーの ρ 。















の σ＞i，あるいは，仮定の σ＜1の下で，次の 2つの本質的な相違点をもっている。 1つは，
y 
資本生産性玄ないしは労働生産性zの存在範囲はそれらの極限値によって限定されるという点で





















f L＼士 1-0ω式を 5で偏微分すれば， ほ）=ts－γ であるから，
。ts 1 fl -o ¥ L ts 
00 ー (l-o)2¥ o J"s-o(l-o) M 




































































「 －n I 1ハ－c(l＋ρ） _n) －~ 
帥 y={,BK＂＋αη（壬） L "[ P 
ここで， α＝CI-o)r－ρ， ,e=orーρとおけば， VES生産画数ωは次式のように書き換えるこ
とカミで、きる。
(zj Y = r { oK一川1-o) h-c(l 九一ρr~
K 
ここで， hは資本集約度τである。 その他の記号は既述の通りである。 この生産画数は， 1次
同次であり， Hicksの意味の〈中立的な〉効率パラメータ－rをもっている。 。yω式の形式のVES生産画数も新古典派的特色をもっている。労働の限界生産物否Zと資本の限界。y
生産物が は，
ω 芸＝ αη｛1 -c ( 1 ＋す〉）（そ）叩＋ぺζ)1＋ρ＞o 
ω 長＝,e（長)1～仰（1寸〉（ぞ）－c(l＋ρ〉ー 1（そ)1＋ρ＞o 
（幼， ω式はともに各項が正であり，限界生産物がOでない投入値に関して正である。
さらに， 2つの限界生産物は逓減している。このことは次式で、示される。
ω 祭＝ αη｛1-cc1+l)}C1叩ーl)K叩叩九(1句）（c-1）ー i<o
一 lρj
白0 芸f;-＝一αη｛i一C
一 l ρ ) l ) 






1 ay ay 仁 Z ¥ 
7i aL否玄I.lーι K av I 
' L aK 1 
思7) ? ???
1-c （す）
K ay Y 




σ b b 
v= 1 t~ ¥ = I lL ¥ 








VES生産画数の第2の特色は， c=Oのときにだけ σv=b ＝一定となり， σv= b = 1のとき，


















側 π＝芸＝/3 （ζ)1～仰の十す）（f）叩刑一1（ζ)1＋ρ 
要素価格比率い， ω，側式から得られる。
αη－H 
π (3k 1 ＋ρ＋Hh-1 
。s
K ! l¥!K＼一c(l＋ρ＇）！ Y¥1＋ρ 
こーで， h一一， h-- H=ar;c( 1十一）（ー ） ｛一） である。 ω式の両辺に玄-K -L’＼ ρ八LJ ¥Lノ
lL ‘ を乗じれば，利潤分配率に対する賃金分配率の相対的な所得分配率五玄が得られる。
(32) lL －αη－］ αη＋ (3k 1 ＋ρ 一一一－ ., J =-1 ＋ソ 唱
πk (3k 1 ＋ρ十J J +f3k 1 






(3) た＝手＝－［＋＝す（αr;-H）＝乎｛1 -C ( 1 +  )h-c( 1勺 1＋ρ） 
利潤分配率は凶式から得られる。
。4) K＝手＝益予＝(3kp +H側一.1= {3kρ＋仰の＋す）h-c( 1句〉一lyl＋句一1
賃金分配率倒は， 労働生産性y，資本集約度h，代替パラメーター ρ，パラメーター c，パラメ
ーター η，ノミラメー ター α 〈従って，分配パラメータ－o, 効率パラメータ－r，代替パラメータ
一ρ〉によって決定される。
利潤分配率制）は， 資本生産性h，資本集約度h，労働生産性y，パラメーター c，代替パラメー











(35) R戸（（三-a)h寸1+h(1-!:b-c) }-I 
























b Gゆ σv＝ 〆 n 、＝〆 4 、
1-cl 1 ＋主主l 11 + ム ｜ 
¥ h) 1-cl 三世Ai-A~j 





側 1 _ ___ELミ0' あるいは， c~宣乙＝ L oK =ir_互





































定義することができる。。IoY¥ oEK ar＼否玄／ <ftニ FK, 
IKt= iY =-pア＝マ，；：－
oK 
a I ay ¥ aF,_ 

















































代替の弾力性σを評価する方法には次の少なくとも 2つの方法がある。 1つは， σの値をCES生




(47) logy= log αキσlogi」「巳

























(54) .！＿ π＿］＿（ K L ') 一一 • - • 























。Y -o!Y ¥ 1 
倒瓦＝t = (1-o）れ〓τσ＞o






1 f Y¥ 側 ln: = lno －ρlnrt +-aln（玄人
側式を時間tで微分すれば，
向。 ~＝ -nL +-1( L ＿互＼π ，.， r‘σ＼ y K J 
y 












_r l(Y K¥ 倒 pJ_＝－（一一一一一）




－一一一一＝（σ－1)w K y 
制）式から所与の利潤率の下で正の技術進歩率 （Wa>0）に対する「Harrodの偏奇」 BHAが導か
れる。
K y 二三組） BHA＝一一ーーK y ミミ
制）式によれば，次の3つの場合が区別できる。
① BHA= 0, σ＝1のとき，技術進歩はHarrodの中立的技術進歩である。
② BHA>o, σ＞iのとき，技術進歩はHarrodの労働節約的技術進歩である。








側 Yt=fCKt, A(t)Lt) Harrod中立的
側 Yt =A(t)f(Kt, Lt) Hicks 中立的




制） Yt=F(ewat Kt, e'31t Lt) Vanek中立的








σ I Harrodの中立的技術進歩 IH仙の中立的技術進歩 I Solowの中立的技術進歩
σく 1I Hicksの労働節約的技術進歩 IHarrodの資本節約的技術進歩 IHicksの資本節約的技術進歩
I HicksO)'I>立的醐進歩 ｜…中立的技開 ｜…叩技術進歩σ＝ 1 
Solowの中立的技術進歩 Hicksの中立的技術進歩Solowの中立的技術進歩







倒 れ＝｛UK品川（ ~L Lt）一ρ）寸






;iv ＿／も，. ¥ 1 ＋ρ 




























／ ι ＼~！ K ＼士(72）ー＝（~ι ） <I (-)Q 
π ＼ ~K J ¥ L J 
(72）式の対数を取れば，
7 7 Fσ－1,fh¥ I,(K¥ (73) lnl -lnπ＝一一 ln｛一一）＋－lnト－）
v v v σ . ¥ ~K J σ’ ＼Lノ
同式を時間 tで微分すれば，
l(K L¥ 1ー σ（h ~K\ 
(74) 一一一＝－（一一一）一一一一（一一一）πσ＼K LJ σ ＼h gKJ 
要素代替，技術進歩および所得分配 -167ー
K L _, 一一一一一＝ Oのときには，技術進歩の「Hicksの偏奇」K L 所与の資本集約度の下では，すなわち，
BHが導かれる。
(75) B －~＿j__J_二工（h ＿ ~Kl HπJσ ＼ ~K ~K) 






















（円）式を考慮して倒式の対数を取れば， lne = 1であるから，








o, r, b, cが変化することを意味する。この場合， cキOであることを仮定する。 TはHicksの
中立的技術進歩を示す効率パラメーターである。非中立的技術進歩の様式は複雑な形式の VES生産
画数を用いないで部分分析をするとし、う意味でVES生産画数の代替画数闘を用いて検討する。
担。 Rv = IC h ; o , b , c) 
Hicksの中立的技術進歩の概念にもとづいて Rvの偏微分は（円）式のパラメーターに関して得るこ
-168- 要素代替，技術進歩および所得分配














笠乙＝ -R~~~h与~(lnh ）と乙＋ c i)~ 
ob l 1-o b2 h(l-b-c)2 J 
側式の右辺は， lnh>oのときには負である。この不等式は資本が労働よりも大きく上昇するこ
とを意味する。すなわち，
側 lnh= lnK -lnL> O 
倒式を時間tで微分すれば，
制） h K L －＝一一一一＞oh K L 
側式において， lnh>o. 1-c>oのときには，技術進歩はHicksの労働節約的技術進歩であ
り， lnh<oのときには， Hicksの資本節約的技術進歩が存在する。このことは， 2つのパラメー
タ－bとcの大小に依存し，倒式の中括弧内の bとcの相対的な大きさに依存する。
(35）式のRvをパラメーター cで偏微分すれば，
倒 立乙＝ -R~~~hうよく lnh)1-+ 1 -b ')i 
l 1-o b h(l-b-c)z J 
側式において， lnh>o.b<Iのときには， Hicksの労働節約的技術進歩が存在し， lnh<0, 
b>lのときには， Hicksの資本節約的技術進歩が存在する。
側式によれば，他の事情が不変であれば，例えば，分配パラメータ－oの正の変化が作用する非中
立的技術進歩は常に Hicksの労働節約的技術進歩である。このことは lnh> O, b < 1, c < 1の
仮定の下でbとcの正の変化にもあてはまる。 ことばをかえていえば，代替の弾力性が上昇すると















































K o fl＼σ 











































価方法を吟味し， 検討しなければならない。 この場合， さまざまな評価方法の詳説はここでは割
愛し， ACMSの2つの評価方法， L. R. KleinとR.G. Bodkinの評価方法， P.A. David 
とT.van de Klundertの評価方法をそれぞれ吟味し，検討する。 これらの 4つの評価方法に
は2つの段階の評価方法が採られている。すなわち， l函数のパラメーターはCES生産画数から同時
に直ちに評価されるのではなくて， 段階的に， 少なくともある式を用いて評価される。 この方法
は， 経済的観点および評価理論的観点からみて満足のゆくものではないとしても，その長所を考慮
して用いることができる。 しかし， このような 2つの段階にもとづく方法には欠点がある。例え
. dY dY ば，生産関係に関する特定の仮定が前提され，特に限界生産力説の均衡条件 l＝一ーと π＝一一dL dK 
前提されているが，この仮定それ自体は1つの欠点になっている。
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(90) y-P -r -Pく1ーめL-P = r -Po K-P 
／＼倒
σを評価する場合には側式を用いて変形すれば，次式が得られる。




0 0 0 or「＝ (3から r「＝－－－μとなり，この式を倒式へ代入すれば，
納 e＂＝ド－o〕 l＝ぷ－o)
防）式から Sを求めれば，
(94) o=e"/3(1ーめ＝ l~/3 
分配パラメーター δが決定されるならば，効率パラメータ－rはor-p= /3に（蛸式を代入して得ら
れる。






とdeCani, Scheperなどの評価方法において考察されている。この場合， r は一定の比率で成長
制）
することを仮定すれば， CES生産画数は次の形式をもつことになる。
w t ( -p 1--




（伺 l＝芸＝日）(Ao e w Ft ) -P （ζ片
側式から（ζ）すを求めて両辺の対数を取れば，
1 !Y¥ wt （鋤 aln（τ）＝ρln(A0e F ) +ln(l -o) + ln l 
1 仰 （AoeWFt）＝ρ仇Ao＋ρ吟 tlne , lne= 1 , ρ＝a-1 , σρ＝1ー αであるから， 側
式は次式のようになる。



















(7), (8), (9）式が成立する (9）式の両辺の対数を取れば，
fl¥ fl-o¥ 1 f K¥ (101) ln（ー）= ln( ----s;-一）＋プln(--r-) 
＼π／ ¥ O / U ¥LI 
要素代替，技術進歩および所得分配 -175ー
従って，次の単純な回帰方程式が得られと
(102) tn（お＝l仰 5+μstn({) 
1-0 _1 . ,. 
ここで， μ5＝づ一， μs-u-であるo 」のμ6が求める代替の弾力性であり， fは代替の弾力








、 、 ， ， ?? ????，??（
③ 非中立的技術進歩が存在するときの回帰分析の方法
側




ここで， {ret)Clーの（t)r*= h(t) , （仰（斗－t＝ ~K(t） とおいて， ω〉と位（t）を
同一の比率で成長させるならば．次の式が得られる。
(106) ~L(t)= h(O)eWLt 
(107) ~K(t) = ~K(O)eWKt 
(106), (107）式から，
~L(t) _ f 1-o(t) l -t
(108) 一一一一一｛一一一一一｝~x(t) l o(t) J 
限界生産力説の仮定によれば，次の式が成立する。
(109) l ＝笠＝Cl-o)r-pはふさげザ。L ¥LJ ¥Lノ














¥ y I 
lL πK ここで，賃金分配率マァをα1，利潤分配率ゴT を 1ー α1と書けば，（13）式から次式が得られる。
( K¥1ー σ一／ α1¥a ( ~L ¥ 1 -a 
(14) ト「） －（一一一）（一一） ， あるいは，¥Lノ＼lー α1/¥ ~K J 
f,{ ／α1 ¥1て玄（ ~L ¥ (15) ~＝（一一一） （一一）L ¥1ー α1ノ＼ ~K ノ
,- . h(t) (106), (107）式から時間に依存した接近方法における一一ーが得られる。~K(t) 
(16) 三＠＿＝i_金主eCWL-WK)t
~K(t) ( ~K)o 
(16）式の両辺の対数を取れば，




(18) ln（与 ）＝ µ1ln（~叶＋ µgt+ μg 
¥. L/ ¥..l-"'1/ 
一 σ －1 - 9-l c ~λ ここで， μ μg WL-WK μ ル一一一生である。7-1二百－－；；’ ー ' - ( ~K)o 
技術進歩がHicksの中立的技術進歩であるときには， WL= WK>Oであり，パラメータ一向は
μg= 0である。的＝ Oのときの（18）式の評価方法には次式の評価方法が含まれている。
(19) ln( ~与）＝μio + μ11 ln（与）
¥..l-L<｝ ／、 ./..J / 
ここで， μio=-1!..旦＝－ptni1主2旦， ρ11＝ユー ＝l三三＝ρである。求める代替の弾力性はμ11
μ7 ( ~K） 。 µ7σ
K であり，その値はpである。（19）式では資本集約度Tは従属変数〈結果変数〉ではなくて独立変数
側

























無とその類別 ACMS法 KB法 DK法 備 考
tn(f ）＝σω tn（÷）イ平） 横断／＼面分析
σ＝σE 












(1) ACMS法 I Zn（主vl=μ1lnl+tn'?
(2) ACMS法 E tn(f )=μz+ μgt+ μ4 ln 




DK法の他には，例えば， I. Kravis, R. K. Diwan, J. W. KendrickとR.Sato, V. R. 
Fuchs, J. R. Minasian, W. Scheper, W. Krelle, B. S. Minhas, C. E. Ferguson 
（自由
J. R. Moroneyなどにみられる。 しかし， これらの評価方法を R.Eisner, W. Leontief, J. 
Robinson, J. Kmentaなどは批判し， 「収穫不変ではない場合」を分析してい2っ とりわけ，















1909-1949年間の資料による ACMS（σ＝0.569)' それと同じ資料の BodkinとKlein, 1929-




de Klundertも 1899-1960年間のアメリカの民間経済の資料にもとづいて 0.32であることを示し
ているが，この値は資本使用的技術進歩（労働節約的技術進歩〉を比較的低く評価している。
(98) 
C. A. K. Lovellは1947-1963年間の資料によって σが0.4674であることを示している。さら











VES生産画数を最初に展開した Y.Luは L.B. Fletcherとともに「CES生産画数は代替の弾





f Y¥ f K¥ 2つのパラメータ－bとCは註倒の①式の画数 log(-)=logα＋blogL+clog（一）＋ ε で評価¥LJ ¥Lノ








(121) l ＝一一＝h’y 。L .; 
(121）式にω式の α＝CI-o)r-Pを代入すれば，
lL hρh 1 h (12) y= (1-o)O r PO [1-0 h-c 
mt 技術進歩はHicksの中立的技術進歩であって一定の成長率 rCt)=roe で進むと仮定して，（12)
式の両辺の対数を取れば，次の単純な回帰方程式が得られ .Q（~O ) 
f lL ¥ f ¥ （問） ln（ァ）＝co十町lnl+ w2 t +cos ln( T) 
ここで、，
(124) coo= bln (1-o) + (b-1) tnr。




ることができる。 ωの評価値から容易にb, m, Cの値が得られる。すなわち， b=lー wi,
／＼ 
A '・'- A A 




ー （1 -0 ¥ (125） ζ旦＝ln（一τ-p-)
u 、t0 / 
(125）式の真数を取れば，
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（即）式から三τの平併を求めて年ミラメータ－oの値を決定することができる。れ値は





では註倒のように y=f(h,1 )=f(h）に書き換えられるから， CES生産画数と VES生産画数では
I Y¥ 従属変数（結果変数〉は労働生産性 y（＝－）に等しく，独立変数〈原因変数〉は資本集約度h(＝ぞ）¥ LJ 
ay 
に等しいことになる。いま， hを l＝ー ーで代替すれば，従属変数yは独立変数Jの明示的な画数。L
になる。 この代替過程を通じてhはyとfの画数としてあらわされる。 ことばをかえていえば， h 
は従属変数Jであり， CES生産画数も VES生産画数も唯一の変数fの画数（128）として示される。
(128) y=f {h(l)} 
(128）式によれば， yとf，あるいは， y'l, hの間の対数の関係をもっているという意味において
CES生産画数とVES生産画数との綜合化を図ることができるであろう。
(128）式の Jの値が決定されるならば， CES生産画数と VES生産画数が一致することは明らかであ
る。この意味では， lがhに従属する値を与えて， hがもう 1つの独立変数として導入されるVES
生産画数の場合には回帰分析の方法においてあてはまる。
2つの独立変数fとhが決定されるときには，註ωの①式 logy=log a+ blog!+ clogh ＋εは
その変数において過剰決定である。
生産画数 y=f(l,h）が実在することを仮定すれば， 回帰方程式①を用いて回帰係数であるパラ















Solowの均衡概念によれば， clog htは（130）式に依存し， cキOのときには常に一定である。 従っ
て， VES生産画数からCES生産画数が導かれる。 VES生産画数はCキ0' loghtキOのときに得
られるものである。 ことばをかえていえば，資本の成長率が労働の成長率よりも大きいか，小さい




ればならないから， loght= 0でなければならない。従って， cloght= 0となる。パラメーター c
は任意の変量であると仮定できるし，代替の弾力性はその条件の下では常に一定である。
もう 1つのVES生産画数の過剰決定に関する証明は，経験的な性格のものである。例えば，











ことができる。 Y.LuとL.B . Fletcherは1947-1964年間のアメリカの食品産業の資料を用い




Fleck, Finkbeiner, Casuttは， 100年間にわたるスイス経済の資料を用いて，新古典派的条件が
満たされる所与のパラメーターの組合せの下ではσvは0.934～0.429の範囲に存在することを示し
ている。 また， FleckなどはVES生産画数ωのパラメーター Cは，他のすべてのパラメーターが一
定であるときには，殆どOに近い正の値 （c=0.01）でなければならないこと Cc<oの値は，例え
ば，負の限界生産物，あるいは，収穫逓増のような無意味な結論になるからである。〉を示してい
る。 C=0のときには， VES生産画数からCES生産画数が導かれることは既述しているが， VES生
産画数の場合には産出量Yはパラメーターcに依存すること，すなわち， Y=f(c）であることは明
らかである。 c>oのときの他のすべてのパラメーターのときにはVES生産画数のYはo<Y<I
となる。 N. S. Revankarは1957年のアメリカのセγサスの資料を用いて 17の産業部門において
c=Oとし、う仮定が成立するか否かを検証した。その結果， CキOであって， CES生産画数の代替
の弾力性でみれば， これは一定ではないであろうと結論江古料いかんによっては異なる結論が得




























要素価格比率が変動するときには， 2つの原因は共通なものとして生じる。 このことは， 例え




ここで， Wzは貨幣賃金率の成長率， Wπ は利潤率〈ないしは利子率〉の成長率， WKは資本の成
長率， WLは労働の成長率， wdは技術進歩の作用に帰因する要素価格比率の成長率を示す部分で
あり， σはCES生産画数の代替の弾力性である 0 (131）式の右辺の第2項1-cwK-WL） は要素代替σ 
に帰因する部分である。（131）式は註（刊の「歴史的な代替の弾力性」をあらわしている。
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① Y=U P=f(K, L) 
①式の両辺の対数を取れば，
② lnY=-ltnU p 
この場合，次の極限値が得られる。
③ limlnY=lim~ _l_znu~ 
p→O P→0 l p ) 
④ 
この極限値は3となり， Bernoulli-Hopi凶の定理によれば，③は次式のようになる。
( d(lnU) 1 
limlnY = lim~ ーゴ「；＝ lim~－笠よi
p→0 p→ol dρi p→0 l dp u) 




























一定の要素投入量比率の前提，すなわち， K=KoとL=Loの下で p→∞のとき CES生産画数
からLeontief生産画数を導くことができる。







⑫ limY(K, Lo)=LolimrioK-P +Clーの｝下
K→oo K・→00 ~ ' 






















J R 1 f dh J dh一一＝一一｜一一＝Cl＋ρ〉 － R IσIJ h 
④ lnlRI = (1 + p) lnlhl + lnl Cl 
④式の真数を取れば，
⑤ R=C・hl+P=C・hq
ay _ -( 1 +t）ーCl+p) 
積分定数Cは，一一一U (1ー のL C> o）であり，。L
C>o）であるから，②式を用いて次式で決定される。。y
τ1 -o K1 ＋ρ1 -0 7_-} 






。y -( 1 ＋~）ー（
一一＝U ・oK、aK 
CES生産画数の回帰方程式が資本集約度hを用いてどのように拡張されるかを示す必要がある
くこの場合，徴分方程式については， 木村俊房， 『常微分方程式の解法』，昭和33年， 15ー 55頁，
と桐村信雄， 『微分積分学演習』，昭和34年， 241-269頁，を参考にした。〉。
① logY= log a+ blog!+ clogh ＋ ξ 





ど f1 1) zー 1 E －一一一一一
＼ム b/h /ih(f;十1)② 
②式の同次部分の解は，




1-t （ 以ヱ＼／ b ¥ 






⑥ ZJ = ZH +zs 
⑥式に③，⑤式を代入して， z=y1-1;=y-Pを用いれば，
( -P -tr1 -b ¥ h -c(l十P)i-t⑦ y = if3h ＋α ー（ー 一一一一） ｝ l ¥ 1-b-c J ) 





① dR _ 1 dh 
R IσI h 
VES生産画数の代替の弾力性を示す仰）式を①式へ代入して若干の変形をすれば，
② dR 1 -c R c R2 －互瓦一一b一一石－ b h2 
②式は Z=R-1を用いて 1次の Bernoulli型の徴分方程式に書き換えることができる。
③ dz I 1 -c z _ C h ' b h bh2 
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③式の同次部分の解ZHは，
( ZH=C•h b 
非同次微分方程式の特別解zsは積分定数Cの変分によってみつけることができる。③式におけ
るど＝f'(C,h）の再代替とこれに関連する Cの積分は④式を用いて得られる。
⑤ zs- c － h(l-b-c) 
④，⑤式から，一般解 ZJは，








ここで， C=l_二三である。臼）式の Rvは⑥式を変形し， C=l二三を用いて得ることができ
0 
る。
＊ 小論は1974-1975年に文部省在外研究員として西ドイツの Freiburg大学（正式名 Albert”
Ludwigs-Universitat Freiburg im Breisgau）を中心として， さらに， Wiirzburg大学（正式名
Bayerische Julius-Maximilians-Universitat Wiirzburg）に研究のため滞在したときフライブルク
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。y -( l +-1）一(1+ P) 一一＝U ¥ Pl(lーのL >O oL 
ay －い＋よ｝一(1+ p) 一一＝U ' PloK >o oK ③ 
。2y -( 2 ＋よ）ーCl+P）ー(1+P) 一一一一＝（l+p)UI PloK (1ーのL >O 
oK・oL④ 
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②，③，④式を①式へ代入すれば， CES生産画数の代替の弾力性 σ＝＿！＿が得られる。従って， p＝」一一1
l+Pσ 
である。
p= 0のとき， CES生産画数の代替の弾力性から， CD生産画数の代替の弾力性 σ＝1が得られ， p==
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CES生産画数（2）において産出量 Yが一定であると仮定すれば，資本投入量 Kは労働投入量 Lの画数とし
て示される。




oK -I l十 p T< 
-=(1-o -) h く o, h＝号。L
話＝（手rPo -1 (o -1 -1)(1 +p) K2P+1 L一（2+P)>O
②，③式が成立するためには，次の④式が成立しなければならない。
④ （手）ーら一1ー ゲ1-l)L-P>O
④式において， P>Oのとき，すなわち， σく1のときには，④式は Lが (1 のーfir IYくLく∞の範囲に
存在することを意味する。逆に， pく0（σ＞l）のときには， Lが 0孟Lく(1 のーfir Iy の範囲に存在す
ることを意味する。 p=0のときには， CES生産画数は CD生産画数になり， KとLには K>O,L>Oの条
件以外は何の制約条件も存在しない。
同様にして，所与の Yの下で Lを K の画数として示せば， p>O （σ＞ 1）のときには， Kは S下y ly 
くKく∞の範囲に存在し， p>O （σ＞1）のときには， K は 0孟K<o九Iyの範囲に存在しなければなら
ない。
p>O のときの等量曲線の形状は， Lが右から (1 のー"Pr I Yに近づくにつれて対称的にKの値は無限大
に近づくから，また， L→∞のときには対称的に K→ofir i Y となるから，原点に対して凸状である。
PくOのときにも等量曲線の形状は原点に対して凸状であるが， L→0のときは， K→ん lyとなり，左か
らLがく1-o）~r 1 Yに近づくときは K→0となる。等量曲線は④式の条件によってK軸と L軸で交わる
ことができないから， Kは P>O のときの Lの存在高回以外の範囲に存在することはできない。 0三玉5三1
であるから， P>Oのとき L>r 1Yの値が用いられ， pくO のとき Lく7 1 Yの値が用いられるならば， K
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の｛直を決定することができる。
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と Walters,A. A., op. cit., p. 7，と Krelle，羽T., a . a.0. ' 1969, SS. 150-151，と Helmstadter,E. , 
a . a . 0 , ss. 193-194，を参考にしたが，それらの展開と同じではない。
(14) Helmstadter, E., a. a. 0., s. 184, s. 191. 
(15) Helmstadter, E., a. a. 0. , s.191. 
( 16) B. Gahl enは CES生産画数の代替の弾力性 σを評価するために次式を用いている。
EL =(1ーのrqー 1l 1ー σ
ここで， ELは賃金分配率である。 Gahlen, B. , ,,Zur Theorie und Messung des nichtneutralen technis『
cher Fortschritts in CES-Funktionen", Zeitschrift fur die gesamte Staαtswissenschαft, Bd. 123, 
1967, ss. 459-470, insbesondere s. 459. 
(17) Helmstadter, E., a. a. 0., s. 184. 
(18）この証明は ACMS,op. cit., p. 233，になされている。 Brownによれば，（7),(8）式を用いて完全競争の
下で（拭の要素価格比率土から得られる（互ト（~）a（＿！＿γ のときに明らかとなる。この式は所与の
π ＼Lノ＼ 1-0ノ＼ πノ
ムと一定の σの下では分配パラメータ－ 0が生産方法を示す資本集約度ムに対する 1つの尺度であるこL 
とを明らかにしている。
分配パラメーターの平均値は大低の経験的実証では約0.2～0.30の間で評価されている。 ACMS,op. cit., 
p. 240. Kendrick, J. W. and Sato, R., op. cit., p. 997. 
(19) Brown, M., op. cit., p. 45. Brownの解釈の意味は（7),(8）式を用いて完全競争の下では（9）式で示される。
（拭から資本集約度ド（そ）を求めれば，
h＝互＝（__!_ _!__ lσ
L ¥1-oπ ／ 
この式から，所与の要素価格比率 lー の下では，分配パラメータ－ 0が資本集約度 hの決定要因になるこ
π 
とが明らかになる。この式は ACMS,op. cit., p. 233，の（20a）式である。
(20) Hicks, J. R., The Theory of Wages, 1st ed., 1932, 2nd ed., 1963, p. 245, pp. 289-290. Allen, 
R. G.D., op. cit., p. 341. Krelle, W., Verteilungstheorie, 1962, ss. 62-63. Bronfenbrenner, M., 
“A Note on Relative Shares and the Elasticity of Substitution", Journal of Political Economy, 
Vol. 48, 1960, pp. 284-287 ; Ditto, Income Distribution, 1971, p. 330, p. 402. 
(21) Allen, R. G. D., op. cit., p. 356. 
(22) Helmstadter, E., a. a. 0., s. 191. 
(23) この点については Fergusonの場合の図解が有用である。 Ferguson,C. E.，“Theories of Distribution 
and Relative Shares，’ Jαhrbucher fur Nationalokonomie und Statistik, Bd. 176, 1964, s. 23-37, 
insbesondere s. 24 （第2図）; Ditto，“Substitution, Technical Progress, and Returns to Scale", American 
Economic Review, Paρers and Proceedings, Vol. 55, 1965, pp. 296-305. Machlup, F.，“The Com『
monsense of the Elasticity of Substitution", Review of Economic Studies, Vol. 2, 1934-1935, pp. 
2位－213.
(24）所与の労働投入量 Lの下で，資本投入量を限りなく増加させる（K→∞〉ときの CES生産画数の漸近的
な動きをみれば， CES生産画数の性質が明らかになる（Ferguson,C. E., op. cit., 1969, pp. 104-105. 
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この場合には有限の極限値 r(lー のPLが存在する。
(25) Pitchfordは σ＞ 1のときの“goodsubstitutes，，でない＂poorsubstitutes，，の場合を指摘する。
Pitchford, J. D., op. cit., p. 417. 
(26) Helmstadter, E., a. a. 0., s. 182. 
(27) Lerner, A. P., "Notes on the Elasticity of Substitution : The Diagrammatical Representation", 
Review of Economic Studies, Vol. 1, 1933ー1934,pp. 68ー71.
(28) Hicks, J. R., op. cit., p. 117. 
(29）数学註 2.に示している。
(30) Lu, Y. and Fletcher, L. B.，“A Generalization of the CES Production Function", Review of 
Economics αnd Statistics, Vol. 50, 1968, pp. 449-452. Sato, R. and Hoffman, R. F.，“Production 
Functions with Variable Elasticity of Factor Substitution : Some Analysis and Testing，’ Review of 
Economics and Stαtistics, Vol. 50, 1968, pp. 453-460. Dobell, R., "A Symposium on CES Production 
Functions : Extensions and Comments. Introductory Remarks", Vol. 50, 1968, pp. 443-445. Sato, R., 
‘＇On the Stability of Growth Equilibrium，’ Econometrica, Vol. 32, 1964, pp. 707-710. Fleck, F. 
H., Finkbeiner, B. and Casutt, R., ,,Die CES-und VES-Produktionsfunktion: Eine kritische Gege『
niiberstellung‘＇， Kyklos, Bd. 24, 1971, ss. 65ー76.Lovell, C. A. K.，“Estimation and Prediction 
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①，②，④式を Allenの定式へ代入すれば，（25）式で示される σvが得られる。
ω Yニf(K,L), そ＝t（そ 1）において子y, 壬 ＝hとおけば， y=fゆ〉 となる。完全競争の
下では，貨幣賃金率 Jは次示で示される。
① l=f(h)-h・f'(h) 
①式は y=fくの， f'(h）＝ π＝~こ t=Kであるから， y=l+hπとなる。また，オイラーの定理によれ。K’ oL
ay ay マ y ay ay K _ 
ば， Y＝一一L＋一一一Kか成立し一一＝一一＋一一一ーとなり，」の式は y=l+hπ となる。。L oK , L oL oK L 
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(38) Lu, Y. and Fletcher, B., op. cit., p. 450. 
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(42) Hicks, J. R., op. cit., p. 124. 
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of CES Type Functions. A Reply，二 Internαtionαf Economic Review, Vol. 8, 1967, p. 193. Sato, 
R.，“The Estimation of Biased Technical Progress and the Production Function，’ International 
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(52) Fei, J. C. H. and Ranis, G., op. cit., 1965, p. 187. Diamond, P. A., op. cit., pp. 161-168. 
Gahlen, H., a. a. 0., ss. 460-461. 
(53) Hahn, F. H. and Matthews, R. C. 0.，“The Theory of Economic Growth. A Survey，’ Eco no『
mic Journal, Vol. 74, 1964, pp. 780-902, especially p. 828. 
(54) Krelle, W., a. a. 0., ss. 126-127. 
(55) Walter, H., a. a. 0., s. 102. Uzawa, H.，“Neutral Inventions and the Stability of Growth 
Equilibrium", Review of Economics and Statistics, Vol. 28, 1961, pp. 117-124. 
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]ournαl, Vol. 76, 1966, pp. 841-854, especially p. 843. Solow, R. M., Growth Theory. An Exρosi『
tion, 1970, pp. 35-36. 
(57) Vanek, J., op. cit., p. 844. Walter, H., a. a. 0., ss. 107-108. 
(58) B. Gahlenの分類表で示されている。 Gahlen,B., a. a. 0., s. 468. 
(59) David, P. A. and van de Klundert, T.，“Biased Efficiency Growth and Capital-Labor Substitution 
in the United States, 1899-1960’二 AmericαnEconomic Review, Vol. 55, 1965, pp. 357-394, especially 
p. 361, p. 394.係数紅ととK は「〈雇用された労働者の労働時間で、表示した〉通常の労働投入量の効率と原
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technical change），あるいは，労働に結合した効率の上昇 (labor『associatedefficiency growth）と名づける
ことができる。」（David,P.A. andvandeKlundert, T., op. cit., p. 361.) その他の記号は既述の通り
である。この考え方は R.Sato, J. Frohnにみられる。 Sato,R., op. cit., 1970, pp. 179-182. Frohn, 
J., Untersuchungen Zur CES『.Produktionsfunktion,1970, ss. 34~35. Frohn の本は小生の西ドイツ留
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(60) David, P.A. andvandeKlundert, T., op. cit., p. 362. 
(61) David, P. A. and van de Klundert, T., op. cit., p. 363. Sato, R., op. cit., 1970, p. 187, pp. 
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(62) David, P.A. andvandeKlundert, T., op. cit., pp. 364-365. 
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産画数の代替の弾力性。がa=o.316のとき非中立的技術進歩は0.72%であることを示している。そして，代
替の弾力性が1よりも小さいとき， Harrodの中立的技術進歩であり， Hicksの労働節約的技術進歩であるこ
とも示している。 David,P. A. and van de Klundert, T., op. cit., p. 365. 
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(64) Solow, R. M., op. cit., 1957, p. 312. 
(65) Hicks, J. R., op. cit., p. 124. VES生産画数の代替画数 Rvは要素価格比率土によって決定される
π 
から，この比率が変動するときには，枝術進歩の「Hicksの偏奇」が存在する。
(66) B. F. Masseiは， 1947・ー 1964年間のアメリカの食品産業の資料を用いて労働生産性の上昇は約65%であ
り，残りの約35%は資本集約度の上昇にもとづく技術進歩が存在することを示している。 Massei,B. F., 
“Capital Formation and Technological Change in United States Manufacturing", Review of Economics 
and Statistics, Vol. 42, 1960, pp. 182『 188,especially pp. 186『 187.
(67) Walters, A. A., op. cit., p. 18. 
(68) Walters, A. A., op. cit., p. 38. 
(69) Wolfson, R. J.，“An Econometric Investigation of Regional Differentials in American Agricultural 
1九Tages”， Econometrica,Vol. 26, 1958, pp. 225『257.
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(70) Walters, A. A., op. cit., p. 38. 









(73) ACMS, op. cit, p. 241 （第2図〉．
(74) Walters, A. A., op. cit., p. 39. 





第1の定論土，例えば， Brownの定義である（Brown,M., op. cit., p. 18.）。この定義は横軸に対する角
度81と82で示される。この代替の弾力性〈σE)lは，労働の限界生産物に対する資本の限界生産物の比率，す
I ~ ¥ d(_i_互＼ d( _J__ 'I
なわち，技術的限界代替率三互I ＝~ι｜の相対的変化三起に対する要素価格比率の相対的変化「μ
fL ¥ ay I fK 
¥ oL I fL π 
の比率に等しし、から，次式で示される。
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① 〈σ＇・）1＝三互l」Lで＝三互三二とど
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（σE)lは tan81の相対的変化を tan82の相対的変化で除したものであり， 2つの角度は同じであるから，










(ACMS, op. cit., p. 229. Ferguson, C. E., op. cit., 1965, p. 
306. Johnes, R. W., op. cit., pp. 848-855.），縦軸に対する角度。3と 84で示される。この代替の弾力性（σg)2は労働による資本の
K 限界代替率（従って， tan83） の相対的変化に対する要素価格比率の相
対的変化の比率に等しい。すなわち，次式で示される。
,{ L ¥ f L ,,( K ¥ l …－・ - ＂＂－一－－
② （σE)2 ＝二工ιノ~＝ムムl 寸午、
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L -¥fKI L －＼ π ／ 
②式の代替の弾力性は2つの生産要素に対して対称であり，ことばをかえていえば，（σE)zが Lによる K
の代替であると定義すれば， Lが fに， Kが πにおきかえられるときに同じ値になることをあらわしてい
る。このことは③式が成立することを意味するから， ①式と②式の2つの代替の弾力性の定義は区別できない
ことになる。
第3の定義は，例えば， Lerner,Bombachのものであり（Lerner,A. P., op. cit., p. 69. Bombach, 
G. , , Die verschiedenen Ansatze der Verteilungstheorie“， in Schneider, E. (hrsg.), Einkommensvert-
eilung und technischer Fortschritt, 1959, ss. 95『 154,insbesondere s. 116.），この代替の弾力性は要素
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”に－ fヘ本集約度ふ逆数の成長率 W土が要素価格比率の成長率 w~ よりもどれだけ大きいかをあらわし代替効果
K l 
と進歩効果の下で要素価格比率の成長率が資本集約度の逆数の成長率にどのような影響を与えるかをあらわし
ている。この比率が「歴史的な代替の弾力性」と呼ばれることは Kravisにも伺われる（Kravis,I., op. cit., 
p. 940.）。 Kravisは， Fergusonと同様に曲率弾力性が重要であると考えるから，この弾力性を算定するため
の統計的可能性は点弾力性として定義される本来の代替の弾力性 σE とは当然異なっていなければならないと
主張する。また， Kendrickと SatoはσHを算定するときの評価方法として用いている（Kendrick,J. W. 
and Sato, R., op. cit., p. 989 ((11a）式〉．〉。 HicksとJ.E. Meadeもそれを用いている（Hicks,J. 
R . , op. cit. , p . 117, p . 245 . Meade, J. E.，“The Elasticity of Substitution and the Incidence of an 
Imperial Inhabited House Duty，’ Review of Economic Studies, Vol. 1, 1934, pp. 152『 153.）。
(78) この点は図解（第3図〉で証明されている。 Hesse,H. und Gahlen, B., a. a. 0., ss. 186『 188.
(79) ACMS, op. cit., p. 229. 
(8ο〉 Tと 5の導函数は ACMS以外の方法でも得ることができる。例えば， vintageの接近方法を参考にして
得ることができる。この手がかりとなるのは次の文献である。 Solow,R. M., op. cit., 1964, p. 103. 
(81) ① 一L刈代1一o）一 1f=i，あるいは， tnflo一o）一 1f =(l+p) 
1十p l J l J 
両辺に－ 1を乗じれば，
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② 一tn{rPc 〉一lニ〈 〉？，あるいは， tn{r一p(l一斗一〈山＋P)
②式を変形すれば・， (92）式が得られる。
(82) ACMS, op. cit., p. 244. Brown, M. and de Cani, op. cit., p. 391. Scheper, W., a. a. 0., s. 
11. Brown, M., op. cit., p. 129. この回帰方程式による評価方法はここでは多少改良した形式で、示してい
る。このような改良は Hicksの中立的技術進歩が存在することを仮定すれば，本来の代替の弾力性 σEを算定
するのに必要である。
(83) Hesse, H. und Gahlen, B., a. a. 0., s. 208. 
(84) ACMS, op. cit., p. 224. 
この（101）式の評価方法は，例えば， Ferguson,R. I. Mc】｛innonなどの方法でもある。 Ferguson,C. E., 
op. cit., 1965, p. 300. Mckinnon, R. I.，“Wages, Capital Costs, and Employment in Manufacturing 
; A Model Applied to 1947-58 United States Data ’勺 Econometrica,Vol. 30, 1962, pp. 501-512, 




①式の評価方法でも， Aoは未知であるから，分配パラメータ－ 0の値は CES生産画数（97）から直ちに決定
することはできない。 しかし， 「歴史的な代替の弾力性」は決定することができる。①式の評価方法は，例え
ば， Ferguson, V. R. Fuchs, Minhas, Frischなどの方法である。 Ferguson,C . E . , op.cit . , 1963 , p . 
305. Fuchs, V. R.，“Capital－、LaborSubstitution : A Note", Review of Economics and Statistics, 
Vol. 45, 1963, pp. 436『438. Minhas, B. S., op. cit., p. 19. Frisch, H., op. cit., s. 427. 
(85) Bodkin, R. G. and Klein, L. R.，“Nonlinear Estimation of Aggregate Production Functions，’ 
Review of Economics and Statistics, Vol. 49, 1967, pp. 28『 44.
(86) Bodkin, R. G. and Klein, L. R., op. cit., pp. 33-34, p. 41. 特に（36）式，あるいは，（37）式の評
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